
Lecture 2：神经网络与后向传播

神经网络概述

基础概念

概念：神经网络的符号和表示

引入：

1957 年， Frank Rosenblatt  从纯数学的度重新考察这一模型，指出能够从一些输入输

出对 (X, y)  中通过学习算法获得权重和 b。

概念：

方括号：W [1]
 表示 Layer1 ，W [2]

 表示 Layer2 ；

右下标：W
[1]
1  表示第一层的第一个元素，W

[1]
2  表示第一层的第二个元素，W [1]

 表示第一

层的所有元素；

圆括号：a[2](1)
 表示第二层的训练样本 1。a[2](2)

 表示第二层的训练样本 2；

分层：

输入层：第零层，即输入层不计入层数；

隐藏层：我们知道输入层和输出层得到的数值，但是无法得到数据在隐藏层中的结点

当中的数值；

输出层：

举例：

yk = φ(
m

∑
i=1

ωkixi + bk) = φ (W T
k X + b)

图示：
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感知器算法

补充：感受器算法

计算神经网络输出

概念：计算神经网络的输出

概念：感知器算法

定理：感知器收敛定理

输入 {
→
xi}i=1∼N，若线性可分，则存在 Wopt 使得：

W T
optXi > 0(i = 1 − N)

−→

则利用上述感知器算法，经过有限步后，可以得到一个 W 使得：

W T
→
Xi > 0(i = 1 − N)

概念：

一个神经元表示计算：

比如下述神经元表示回归计算的两个步骤；
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而神经网络则表示很多的上述神经元构成的网络，并重复很多次；

示例：神经网络的计算

图示：神经网络
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多层神经网络

概念：多层神经网络

分析：

四个第一层的结点：

z
[1]
1 = w

[1]T
1 x + b

[1]
1 , a

[1]
1 = σ(z

[1]
1 )

z
[1]
2 = w

[1]T
2 x + b

[1]
2 , a

[1]
2 = σ(z

[1]
2 )

z
[1]
3 = w

[1]T
3 x + b

[1]
3 , a

[1]
3 = σ(z

[1]
3 )

z
[1]
4 = w

[1]T
4 x + b

[1]
4 , a[1]

4 = σ(z[1]
4 )

向量化：

结果：四个方程

Z [ ] = W [ ]x + b[ ]

a[1] = σ(z[1])

Z [2] = W [2]a[1] + b[2]

a[2] = σ(z[2])

1 1 1

引入：

生活中大部分问题都是非线性可分的，因此不能只是用线性平面来分类它，要用非线性的

函数集合来分开非线性的样本；
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定理：三层神经网络可以模拟所有的决策面

概念：

假设 φ (⋅) 是一个非线性函数；

其中：

a1 = w11x1 + w12x2 + b1

a2 = w21x1 + w22x2 + b2

z1 = φ (a1)
z2 = φ (a2)

最后合并：y = w1z1 + w2z2 + b

假设没有非线性函数，则 y = w1z1 + w2z2 + b 依然是线性的，这里面所有的 W 和 b 都是

要被学习的；

如果不引入 φ (⋅) 非线性函数，则最终神经元依然是线性的；

概念：非线性函数 φ (⋅)

最初引进的非线性函数是一个 0-1  阶跃函数；

假设：

有一个平面，其中一部分区域是 C1 ，一部分区域是 C2 ，只有当点 (x1,x2) 落在 C1  区

域时、结果才大于 0；

假设是三条直线相交的区域为 C1 ，三条直线为 W21X1 + W22X2 + b2 = 0 等等；

分析：

用两层神经网络，模拟 C1  决策面：
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假设 C1  是一个四边形时，则此时需要四个神经元，此时 b=-3.5 ；

假设 C1  是一个圆，则此时可以用 n 条直线来模拟一个圆，则神经元个数为 n；

假设 C1  是一个非规则形状，则可以用 n 条直线来模拟，则神经元个数为 n；

假设 C1  是两个三角形构成的区域，则此时需要 6 个神经元：

可知，三层神经网络可以模拟所有决策面；
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概念：多层神经网络的特点

后向传播算法

梯度下降法求局部极值

概念：梯度下降法求局部极值

优点：

(1) 基本单元简单，多个基本单元可扩展为非常复杂的非线性函数。因此易于构建，同时

模型有很强的表达能力。

(2) 训练和测试的计算并行性非常好，有利于在分布式系统上的应用；

(3) 模型构建来源于对人脑的仿生，话题丰富，各种领域都能做贡献；

缺点：

(1) 数学不漂亮，优化算法只能获得局部极值，算法性能与初始值有关；

(2) 不可解释。训练神经网络获得的参数与实际任务的关联性非常模糊；

(3) 模型可调整的参数很多 (网络层数、每层神经元个数非线性函数、学习率、优化方法、

终止条件等等)；

(4) 如果要训练相对复杂的网络，需要大量的训练样本；

概念：梯度下降法求局部极值

梯度下降法求出来的极值点和初始值有很大关系，因为它是沿着当前函数下降的方向移

动，因此一直移动的结果、就是到达当前区域的极小值后，不再移动，但如果换其他初始

值，则可能会有其他结果；

实现：

（1）找一个 w0

（2）设 k=0 ：

假设满足以下时退出：

df(w)

dw
|Wk

= 0

否则：

Wk+1 = Wk − a
df(w)

dw
|wk

解释：

泰勒展开：

f(w + Δw) = f(w) +
df(w)

dw
⋅ Δw + o(Δw)

则：

f(wk+1) = f(wk) + (
df(w)

dw
|wk)(−a

df(w)

dw
|wk) + o(w) = f (wk) − a[ df (w)

dw
]

2

+ o (Δw)

这里的梯度只负责方向，而每次在这个方向上走多远，可以自己调节参数；
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后向传播法基础概念

概念：后向传播法基础概念

概念：对于非线性函数 φ (⋅) 的改造

核心：先找到一个方向，然后选择一个方法、来决定走什么样的路；

后向传播法是一个典型的梯度下降法；

目的：

输入为 {(xi,Yi)}i=1−N，想得到神经网络中的所有参数、使得 y = Yi；

概念：

针对输入 (x,y) ，定义一个目标函数：

E =
1

2
(y − Y )2

每输入一个 x 能够算出一个 E；

实现：

（1）随机的取变量：(W11W12W21W22b1b2W1W2b)

（2）对所有W :求 ∂E
∂w；对所有b :求 ∂E

∂b

（3）

W (新) = W (旧) − a
∂E

∂W
|w(旧)

b(新) = b(旧) − a
∂E

∂b
|b(旧)

（4）当所有的 
∂E
∂W  和 

∂E
∂b  等于 0 时，退出循环；

分析：后向传播

第一步：当输入了 x  之后，先前向的计算、得到 Y，这个过程当中会涉及到 W 和 b；

第二步：后向传播，从 y-a ，从 a-w  和 a-b ，即从后往前、求偏导，一直求到 
∂E
∂W  和

∂E
∂b ；

方法：使用 Sigmoid

φ (x) =
1

1 + e−x

非常好的性质：φ′ (x) = φ (x) [1 − φ (x)]

方法：使用双曲正切函数

φ (x) = tanh (x) =
ex − e−x

ex + e−x

非常好的性质：φ′ (x) = 1 − [φ (x)]2

分析：以上两种函数的问题

当 x 十分大的时候，在 x 很大的区域、梯度信息被压缩掉了，因为梯度十分小；

而下面的 ReLU  函数，只对 x 小于 0 的部分进行压缩，其他部分维持其原本的样子；

获
取
笔
记
持
续
更
新
可
加
微
信
：
Wa
nd
D2
27
7

af://h3-8


反向传播算法推导

概念：后向传播算法推导

这样导致的结果是：使得神经网络当中，某一层活跃的那些参数减少、同时在很大规模的

神经网络中，使用 BP 算法时、降低每一层神经元的活跃参数，即"干掉一些神经元，减少

过拟合"；

方法：使用 ReLU  函数

φ (x) = { = max (0,x)
x x > 0

0 x ≤ 0

非常好的性质：φ′ (x) = {1 x > 0
0 x ≤ 0

方法：使用 Leak ReLU

φ (x) = {x x > 0
βx x < 0

求导：φ′ (x) = {1 x > 0
β x ≤ 0

假设：

1. 网络共有 l  层；

2. Z (k), a(k), b(k)
 是第 K 层的向量，与第 K 层的神经元个数一致；

3. 用 Z
(k)
i , a(k)

i , b(k)
i  表示是 Z (k), a(k), b(k)

 的第 i 个分量；

4. 用 yi 表示 y 的第 i 个分量；

概念：BP 算法过程

前向传播：

（1）随机初始化（w, b）

（2）训练样本（X，Y），代入网络，可以求出所有的（Z，a，y）

后向传播：

（3）链式求偏导，求最小化 E = 1
2 ∥y − Y ∥2

（4）求所有的 
∂E
∂W  和 

∂E
∂b

0. 假设

δ
(m)
i =

∂E

∂z(m)
i

1. 得到求导的第一层：

δ
(l)
i =

∂E

∂z
(l)
i

=
∂E

∂yi

∂yi

∂z
(l)
i

= (yi − Yi)φ
′ (z(c)

i )

2. 递推公式：求从 1 ≤ m ≤ (l − 1)，从后一层求出前一层

δ
(m)
i =

∂E

∂z(m)
i

=
∂E

∂a(m)
i

⋅
∂a

(m)
i

∂z(m)
i

= φ(z(m)
i )

′ Sm+1

∑
j=1

δ
(m+1)
j ⋅ Wji
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参数设置

一般的训练原则

概念：一般的训练原则

3. 求出 
∂E
∂W  和 

∂E
∂b ：

∂E

∂W (m)
ij

= δ
(m)
j a

(m−1)
i

∂E

∂b(m)
i

= δ
(m)
i

（5）求出 
∂E
∂W  和 

∂E
∂b  后，更新参数

W (新) = W (1月) − a
∂E

∂w

b(新) = b(1日) − a
∂E

∂b
|b(1月)

原则：

（1）一般情况下，在训练集上的目标函数的平均值 ( cost ) 会随着训练的深入而不断减

小，如果这个指标有增大情况，停下来；

有两种情况：第一是采用的模型不够复杂，以致于不能在训练集上完全拟合；第二是

已经训练很好了；

（2）分出一些验证集 ( Validation Set )，训练的本质目标是在验证集上获取最大的识别

率。因此训练一段时间后，必须在验证集上测试识别率，保存使验证集上识别率最大的模

型参数作为最后结果；

（3）注意调整学习率 ( Learning Rate )，如果刚训练几步 cost  就增加，一般来说是学

习率太高了；如果每次 cost  变化很小，说明学习率太低；

涉及到：是否收敛，以及收敛率；

举例：

图示：获
取
笔
记
持
续
更
新
可
加
微
信
：
Wa
nd
D2
27
7

af://h2-10
af://h3-11


分析：

百分之四十做训练，百分之十做验证，百分之五十做测试；
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随机梯度下降

概念：随机梯度下降

把测试集、验证集全部打乱；

首先计算目标函数的平均值（cost），然后计算它的准确率；

如果识别率比已有的更大，则保存当前的正确率：

最后在测试集上做测试：

如果学习率特别高，可能会导致其发生震荡，从而无法找到局部极值；

如果学习率特别低，则可能导致其虽然发现了正确的方向、但是得走很久；

概念：

Stochastic Gradient Descent，SGD

（1）不用每输入一个样本就去变换参数，而是输入一批样本 (叫做一个 BATCH  或 MINI-

BATCH )，求出这些样本的梯度平均值后，根据这个平均值改变参数；

也就是每一次进来一批样本值，然后求出梯度后，求平均；

这样的目的是稍微的减少随机性，这样可以使得训练的过程的噪音减少；

（2）在神经网络训练中， BATCH  的样本数大致设置为 50-200  不等；

示例：

图示：
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激活函数

概念：激活函数

解释：

m 是训练样本的个数；

根据 batch_size 将其分成很多个小块；

kk =randperm (m);  做的也是打乱；

for 1 = num batches ：每一次取出一个 batch

这三句：

第一句是求前向传播；

第二句是求后向传播；

第三句是在改变 W 和 b；

前向计算：

后向传播：

概念：

方法：使用 Sigmoid

φ (x) =
1

1 + e−x

非常好的性质：φ′ (x) = φ (x) [1 − φ (x)]

方法：使用双曲正切函数
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训练数据初始化

概念：训练数据初始化

φ (x) = tanh (x) =
ex − e−x

ex + e−x

非常好的性质：φ′ (x) = 1 − [φ (x)]2

方法：使用 ReLU  函数

φ (x) = { = max (0,x)
x x > 0

0 x ≤ 0

非常好的性质：φ′ (x) = {1 x > 0
0 x ≤ 0

方法：使用 Leak ReLU

φ (x) = {x x > 0
βx x < 0

求导：φ′ (x) = {1 x > 0
β x ≤ 0

图示：

概念：

（建议）对训练来的数据做均值和方差的归一化；

目的：

输入的特征，每一个维度对后面的影响都差不多；

图示：
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参数的初始化

概念： (W,b)  的初始化

Batch Normalization

概念： Batch Normalization

问题：

Sigmoid  和 tanh  函数存在梯度消失的问题；

梯度消失现象:如果 W TX + b 一开始很大或很小,那么梯度将
趋近于0,反向传播后前面与之相关的梯度也趋近于0,导致训
练缓慢。

因此,我们要使W TX + b 一开始在零附近。

当梯度趋向于 0 时，因为当前是在做链式求导的过程，因此在最后的几层梯度趋向于 0

的话，往前传播时、梯度也趋向于 0；

这样将会使得训练的过程变得漫长；

不过也可以将学习率调整；

因此：想要使得 W TX + b 一开始就能在 0 的附近；

做法：

一种比较简单有效的方法是：(W, b)初始化从区间 (− 1
√d

, 1
√d
) 均匀随机取值。其中 d 为

(W, b)所在层的神经元个数；

可以证明，如果 X 服从正态分布，均值 0，方差 1，且各个维度无关，而 (W, b)是

(− 1
√d

, 1
√d
) 的均匀分布，则 wTx + b 是均值为 0，方差为 1/3 的正态分布；

而如果 W TX + b 在方差为 1/3 的区域内时，可以对其进行比较好的控制；

也就是：梯度太低了，可能会导致梯度消失，进而导致训练的时间很长；

而如果全部集中在中间（比如 sigmoid  函数的中间附件），则可能又导致其退化为

线性函数；

但如果想要梯度太大，进而反向传递更多的梯度值回去，则又必然导致其在某一部分

是发散的，训练的难度也将变得更大；

最核心的目标，还是让 W 和 b 在零附近徘徊；

图示：

概念：

既然我们希望每一层获得的值都在 0 附近，从而避免梯度消失现象，那么我们为什么不直
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接把每一层的值做基于均值和方差的归一化呢？

实现：

每一层 FC  ( FuIIy Connected Layer ) 接一个 BN  ( Batch Normalization )；

减掉均值，除以方差：

x̂(k) =
x(k) − E[x(k)]

√Var[x(k)]

结果：
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为什么要做最后一步：因为在经过了上面的步骤，将每一层的结果归一化后，集中在

了 0 附近，进而又导致结果过于线性化。因此需要再对其进行放缩；

论文：

Batch normalization accelerating deep network training by reducing internal

covariate shift (2015)

图示：

前向传播：

后向传播：获
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目标函数选择

概念：目标函数选择

概念： SOFTMAX  函数和交叉熵函数

深度学习数据库

概念：深度学习数据库

概念：可加正则项

L(W) = F(W) + R(W)

=
1

2
(

batchsize

∑
i=1

∥yi − Yi∥
2 + β∑

k

∑
l

W 2
k,l)

图示：

概念：

如果是分类问题，可以使用 SOFTMAX  函数和交叉熵函数的组合；

概念： Mnist
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深度学习自编码器

概念：深度学习自编码器

概念： ImageNet

引入：

2006 年是深度学习的起始年， Hinton  在 SCIENCE  上发文，提出一种叫做自动编码机

( Auto-encoder ) 的方法，部分解决了神经网络参数初始化的问题；

概念：自动编码器

解决 (W, b)参数初始化问题，例如训练如下网络：

步骤一：训练以下网络，输入是 X，经过 Layer 1 后，输出还是 X；
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步骤二：保留左边的参数，右边的取消，接着训练第二层：

步骤 N：以此类推，训练好第 M-1 层后，接着训练第 M 层

即：BP 算法向后传播时，固定住前面的 M-1  层的参数，只对第 M 层的参数进行更改。

同时因为第 M 层输入的 X 是从第 M-1  层输出的，因此 X 通过 M-1  层时、依然保留了

数据的本质特征；

也就是说：前面的层次将输入数据压缩成一个或多个维度较低的表示，并能够在解码过程

中恢复原始数据；

最后再用 BP 算法对神经网络进行微调；

分析：
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Softmax 函数

概念： Softmax  函数

最开始是有 2000 个特征，最后最小的地方压缩到了 30 维（将这张图片本质的特征压缩

出来，压缩成了 30 维），最后用这 30 维的特征、大致的恢复已有的图片；

通过以上过程、整个网络初始化之后，再用 BP 算法对其进行微调；

概念：

Softmax  函数是一种常用的数学函数，通常用于将一组实数转换为概率分布；

定义：

特点：

（1）输出的值为概率分布，并且满足其和为 1；

（2） Softmax  函数是连续可微的，这使得它在基于梯度的优化算法（如反向传播）中非

常有用；

应用：
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在注意力机制中， Softmax  函数用于计算注意力权重，确保权重和为 1；
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